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Geometria [. Examen XVI

Ejercicio 1. Sea f: V — V' una aplicacion lineal. Definimos

f: V/iker(f) — Im(f)
v+ ker(f) — f(v)

1. Demostrar que f es una aplicacién (estd bien definida).
2. Demostrar que f es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Ejercicio 2. Sobre el espacio vectorial Ms(R) de las matrices cuadradas reales de

orden 2 se definen
r oy '\
gp(z t)—x—i-t

Ty \
¢<z t)—x+y+z—|—t.

1. Ampliar {®, %} a una base del espacio dual.

2. Hallar la matriz de cambio de base entre la base dual de la usual de M3(R) y
la base obtenida en el apartado anterior.
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Ejercicio 1. Sea f: V — V' una aplicacion lineal. Definimos

f: V/iker(f) — Im(f)
v+ ker(f) — f(v)

Observacion. Notemos que se nos esta pidiendo que demostremos el primer teorema
de isomorfia para espacios vectoriales.

1. Demostrar que f es una aplicacién (est4 bien definida).

Sean x,y € V' y tal que z + ker(f) =y + ker(f). Veamos que la aplicacién no
depende del representante elegido; es decir, que f(z +ker(f)) = f(y+ker(f)).

x+ker(f) =y+ker(f) <= z—ycker(f) < f(r—y)=0 <=
= fla) = fly) =0 <= [f(z)=[fly) <~
= [z +ker(f)) = fy + ker(f))

Por lo tanto, f es una aplicacion.

2. Demostrar que f es un isomorfismo de espacios vectoriales.

En primer lugar, hemos de ver que f es una aplicacién lineal. Sean vy, vs € V
y a,b € K, donde K es el cuerpo sobre el que estan definidos los espacios
vectoriales. Entonces,

Fla(vy +ker(f)) + b(va +ker(f))) = f((avy + bvy) + ker(f)) = flav, + bvy) =

= af(v1) + bf (vs) = af (vy + ker(f)) + bf (vy + ker(f))

Ahora, veamos que f es un monomorfismo.

ker(f) = {v +ker(f) € V/ker(f) | f(v+ker(f)) =0} =
= {v+ker(f) € V/ker(f) | f(v) =0} =
= {v+ker(f) € V/ker(f) | v €ker(f)} =
={v+ker(f) e V/ker(f)|v+ker(f)=0+ker(f)} =
= {0+ ker(f)} = {0}

Por lo tanto, f es un monomorfismo. Veamos ahora que f es un epimorfismo
calculando para ello la dimension de su imagen.

__~0 -
dim(V/ker(f)) = di )) 4+ dim(Im(f)) =

= dim(V') — dim(ker(f)) = dim(Im(f))
Por lo tanto, dlm(Im(f)) = dim(Im(f)). Ademés, Im(f) C Im(f), por lo que

Im(f) = Im( f) v f es un epimorfismo. En consecuencia, f es un isomorfismo
de espacios vectoriales.
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Ejercicio 2. Sobre el espacio vectorial Ms(R) de las matrices cuadradas reales de
orden 2 se definen

1. Ampliar {¢, %} a una base del espacio dual.

‘o

d

Ty
z t

T
z

t

y)zx—l—t

):x+y+z—|—t.

Consideramos la base usual de Ms(R), By = {E11, Ev2, Fa, Eas}, donde:

) r= (1)

E11:(

10
0 0

)

0
0

1
0)7 E21:<

0 0
10

Sea ahora la base dual de la base usual, Bj = {11, ¢12, 21, P22}, donde:

Pij (

a1
21

12
22

En ese sistema de coordenadas, tenemos:

Y= (17 07 07 1)8’6

) = a;j i,j € {1,2}

Veamos ahora que {¢, ¥, ©21, oo} forman una base de (My(R))*.

w = (1717171)86
1100
0100
0110 70
1101

Por lo tanto, B* = {¢, 1, pa1, v22} es una base de (My(R))*.

2. Hallar la matriz de cambio de base entre la base dual de la usual de Ms(R) y
la base obtenida en el apartado anterior.

Tenemos que:

Mp-p; = (MB;§<—B*)71 =

—_ = O =

— = = =

o= O O

_— o O O

Para calcular la inversa, empleamos el método de Gauss-Jordan.

_ o O =

1
1
1
1

0

o = O

0

0
0
1

1
0
0
0

0

1
0
0

O = OO

0

0
0
1

Fj=F—F,
—_—

Fl=F—F;
R
Fj=F3—F,

o O O

o O O

O = ==

OO = O

o = O O

o= O O

0

1 000
0 100
0 010
~10 0 1
0] 1 -1 0 0
0] 0 1 00
0] 0 -1 10
1/-1 0 01
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Por tanto, tenemos que:

1100 1 —-10 0
L 0100 0 1 00
Mgy = (Mge) = 1110 “lo 110
1101 -1 0 0 1
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